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Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåííîå àíãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ñ ïîìîùüþ îïåðà-

òîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì íà áåñêî-

íå÷íîñòè. Ïîëó÷åíà îöåíêà ÿäðà îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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ëè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, �óíêöèÿ �èìàíà.

1. Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ àñïåêòàõ òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà âàæíóþ ðîëü

èãðàþò òàê íàçûâàåìûå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. [1] è öèòèðîâàííóþ òàì ëè-

òåðàòóðó). Ýòè îïåðàòîðû âîçíèêëè èç îáùèõ èäåé òåîðèè îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî

ñäâèãà, ñîçäàííîé Æ.Äåëüñàðòîì [2].
Â ðàáîòå [3] ïîñòðîåí îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âîçìóùåííîãî àíãàðìîíè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

−y′′ − x2y + p (x) y = λy, 0 < x < +∞,

ãäå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûé ïîòåíöèàë p (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∫

∞

0
e2x

2

x |p (x)| dx <∞.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå

ñïåöèàëüíîãî ðåøåíèÿ âîçìóùåííîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

−y′′ + x2y + q (x) y = λy, 0 < x < +∞. (1)

Îäíàêî â îòëè÷èå îò ðàáîòû [3] íà íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ íàëàãà-

åòñÿ óñëîâèå

∫

∞

0
x |p (x)| dx <∞. (2)
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Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå âîïðîñû äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ äîïîëíèòåëüíûì

ëèíåéíûì ïîòåíöèàëîì èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [4]− [6].
�àññìîòðèì íåâîçìóùåííîå óðàâíåíèå

−y′′ + x2y = λy, −∞ < x < +∞ (3)

Èçâåñòíî, ÷òî (ñì.[7] , [8]) óðàâíåíèå (3) èìååò ðåøåíèå ψ (x, λ) = Dλ

2
−

1

2

(√
2x

)

, ãäå

U (a, x) = D
−a− 1

2

(x)- �óíêöèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ

−y′′ + x2

4
y = −ay.

Ïîâåäåíèå �óíêöèè Dν (z) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé |z| è �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ λ

îïðåäåëÿåòñÿ [8] àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëîé

Dν (z) = zνe−
z
2

4

(

1 +O

(

1

z

))

, z → ∞, |arg z| < 3π

4
.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ψ (x, λ) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì

λ ïðèíàäëåæèò L2 (0,∞).
Ïîëîæèì

σ (x) =

∫

∞

x

|p (t)| dt, σ1 (x) =
∫

∞

x

σ (t) dt .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå (1) ñ âåùåñòâåííûì ïîòåíöèàëîì p (x), óäîâëåòâîðÿþùèì
íåðàâåíñòâó (2), ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ λ èìååò ðåøåíèå f (x, λ), ïðåäñòàâèìîå â âèäå

f (x, λ) = ψ (x, λ) +

∫

∞

x

K (x, t) ψ (t, λ) dt. (4)

ßäðî K (x, t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì

|K (x, t)| ≤ 1

2
σ0

(

x+ t

2

)

eσ1(x+t

2 )
(5)

K (x, x) =
1

2

∫

∞

x

p (t) dt, (6)

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (4) â óðàâíåíèå (1) íàõîäèì, ÷òî �óíêöèÿ (4) çàâåäîìî

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), åñëè òîëüêî ÿäðî K(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ãèïåðáîëè÷å-

ñêîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

∂K (x, t)

∂x2
− ∂K (x, t)

∂t2
−

(

x2 − t2 − q (t)
)

K (x, t) = 0, 0 < x < t, (7)
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è óñëîâèþ (6). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ K+ (x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
x+t→+∞

K (x, t) = lim
x+t→+∞

∂ K (x, t)

∂t
= 0. (8)

Ñâåäåì óðàâíåíèå (7) ñ óñëîâèÿìè (6), (7) ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ñ ýòîé

öåëüþ ïðèâåäåì óðàâíåíèå (7) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; äëÿ ÷åãî ñîñòàâèì óðàâíåíèå

õàðàêòåðèñòèê

1
4

(

dt2 − dx2
)

= 0. Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò äâà ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëà

t−x
2 = c1

t+x
2 = c2. Ñëåäîâàòåëüíî, íàäî ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå ïî �îðìóëàì

t+ x

2
= ξ,

t− x

2
= η.

Î÷åâèäíî, ÷òî

∂K

∂x
=
∂K

∂ξ
· ∂ξ
∂x

+
∂K

∂r
· ∂η
∂x

=

(

∂K

∂ξ
− ∂K

∂η

)

· 1
2

∂2K
∂x2 = 1

2
∂2K
∂ξ∂η

· ∂η
∂x

+ 1
2
∂2K
∂ξ2

· ∂ξ
∂x

− 1
2
∂2K
∂ξ∂η

· ∂ξ
∂x

− 1
2
∂2K
∂η2

· ∂η
∂x

=

= 1
4
∂2K
∂ξ2

− 1
2
∂2K
∂ξ∂r

+ 1
4
∂2ξ
∂η2

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî

∂2K

∂t2
=

1

4

∂2K

∂ξ2
+

1

2

∂2K

∂ξ∂η
+

1

4

∂2K

∂η2
.

Ïîëàãàÿ

U (ξ, η) = U

(

t+ x

2
,
t− x

2

)

= K (x, t) = K (ξ − η, ξ + η) ,

ïîëó÷àåì äëÿ �óíêöèè U (ξ, η) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∂2K(ξ−η,ξ+η)
∂ξ∂η

− 4ξηK (ξ − η, ξ + η) = K (ξ − η, ξ + η) p (ξ + η)

x = ξ − η, t = ξ + η, x2 − t2 = −4ξη,

L [U ] ≡ ∂2U(ξ,η)
∂ξ∂η

− 4ξηU (ξ, η) = U (ξ, η) p (ξ + η)

(9)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

U(ξ, 0) =
1

2

∫

∞

ξ

p (α) dα, (10)

lim
ξ→∞

U(ξ, η) = 0, η > 0. (11)

Ââåäåì �óíêöèþ �èìàíà R(ξ, η; ξ0, η0) óðàâíåíèÿ L [U ] = ψ(ξ, η), ãäå ψ(ξ, η) =
U(ξ, η)p(ξ + η), ò.å. �óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

L∗(R) ≡ ∂2R

∂ξ ∂η
− 4ξ η R = 0







0 < η < η0
ξ0 < ξ <∞
0 < η < ξ

(12)
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è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà õàðàêòåðèñòèêàõ

R(ξ, η; ξ0, η0) |ξ=ξ0 = 1, 0 ≤ η ≤ η0, (13)

R(ξ, η; ξ0, η0) |η=η0 = 1, ξ0 ≤ ξ <∞. (14)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíûé âèä �óíêöèè R(ξ, η, ξ0, η0). Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäïîøëåì ê

äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìó ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü

z = 2
√

(

ξ2 − ξ20
) (

η20 − η2
)

(15)

Òîãäà �óíêöèÿ R(ξ, η, ξ0, η0), îïðåäåëåííàÿ �îðìóëîé

R (ξ, η, ξ0, η0) = J0 (z) =

∞
∑

n=0

(−1)n

(n!)2

(z

2

)2n
, (16)

ãäå Jn (z)- �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (12)-(15).

Ñëåäîâàòåëüíî, R(ξ, η, ξ0, η0)ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé �èìàíà óðàâíåíèÿ (9) è îáëàäàåò

ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè R (ξ, η, ξ0, η0) = R (ξ0, η0, ξ, η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ (11) î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8), (9). Äàëåå, çà-

ìåòèì, ÷òî

∂R
∂ξ

= 2ξ
(

η20 − η2
)

J ′

0 (z) z
−1,

∂2R
∂ξ∂η

= −4ξηJ ′′

0 (z)− 4ξηJ ′

0 (z) z
−1.

.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∂2R

∂ξ∂η
− 4ξηR = −4ξη

(

J ′′

0 (z) + J ′

0 (z) z
−1 + J0 (z)

)

= 0,

ò.å. �óíêöèÿ (11) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé �èìàíà óðàâíåíèÿ (4).

Ëåììà äîêàçàíà.

Òàê êàê ïåðåìåííàÿ z ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî èìååì |Jn (z)| ≤ 1.
Äàëåå, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè Jn+1 (z) + Jn−1 (z) =

2n
x
Jn (z), J

′

n (z) = −Jn+1 (z) +
nJn(z)

z
, ïîëó÷èì

∣

∣

∣

J1(z)
z

∣

∣

∣
≤ 1,

∣

∣

∣

J3(z)
z

∣

∣

∣
≤ 1

3 ,
∣

∣

∣

J2(z)
z

∣

∣

∣
≤ 1

2 . Äè��åðåíöèðóÿ òåïåðü (11) è

ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíèå îöåíêè, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

|R| ≤ 1,
∣

∣

∣

∂R
∂ξ0

∣

∣

∣
≤ 2ξ0

(

η20 − η2
)

,
∣

∣

∣

∂R
∂η0

∣

∣

∣
≤ 2η0

(

ξ2 − ξ20
)

,
∣

∣

∣

∂2R
∂ξ0∂η0

∣

∣

∣
≤ 4ξ0η0.

(17)

Ïðèìåíèâ ìåòîä �èìàíà ê óðàâíåíèþ (9) êàê è â [3], ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòå-

ãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ U(ξ0, η0)
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U(ξ0, η0) =
1

2

∫

∞

ξ0

R(ξ, 0; ξ0, η0)p(ξ)dξ −
∫

∞

ξ0

dξ

∫

∞

0
U(ξ, η)p(ξ + η)R(ξ, η; ξ0, η0)dη. (18)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ñ óñëîâèÿìè (6), (8) äîñòàòî÷íî ðåøèòü

îòíîñèòåëüíî U(ξ0, η0) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (18).
Òåïåðü ïðèñòóïèì ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (18). Áóäåì ðåøàòü

ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïîëîæèì

U0(ξ0, η0) =
1

2

∫

∞

ξ0

R(ξ, 0; ξ0, η0)p(ξ)dξ,

Un(ξ0, η0) =

∫

∞

ξ0

dξ

∫

∞

0
Un−1(ξ, η)p(ξ + η)R(ξ, η; ξ0, η0)dη.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó |R| ≤ 1, èìååì

|U0(ξ0, η0)| ≤ 1
2

∫

∞

ξ0
|R(ξ, 0; ξ0, η0) | |p(ξ)| dξ ≤ 1

2

∫

∞

0 |p (ξ) | dξ ≤
≤ 1

2

∫

∞

ξ0
|p (ξ)| dξ ≤ 1

2

∫

∞

ξ0
|p (ξ)| dξ,

ïîñêîëüêó ξ > ξ0, η < η0. Òîãäà áóäåì èìåòü

|U0 (ξ0, η0)| ≤
1

2
σ (ξ0) .

Äàëåå, íàéäåì, ÷òî

|U1 (ξ0, η0)| ≤
∫

∞

ξ0
dξ

∫ η0
0 |U0 (ξ, η)| · |ρ (ξ + η)| ·R (ξ, η; ξ0, η0) dη ≤

≤ 1
2

∫

∞

ξ0
dξ

∫ η0
0 σ (ξ) |p (ξ + η)| dη ≤ 1

2

∫

∞

ξ0
σ (ξ) dξ

∫ η0
0 |p (ξ + η)| dη ≤

≤ σ(ξ0)
2

∫

∞

ξ0
dξ

∫ η0
0 |p (ξ + η)| dη = σ(ξ0)

2

∫

∞

ξ0
dξ

∫ η0+ξ

ξ
|p (α)| dα ≤

≤ σ(ξ0)
2

∫

∞

ξ0

∫

∞

ξ
|p (α)| dαdξ ≤ σ(ξ0)

2

∫

∞

ξ0
dξ

∫

∞

ξ
|p (α)| dα = σ(ξ0)

2 σ1 (ξ0) .

Ïóñòü òåïåðü |Un−1(ξ0, η0)| ≤ 1
2 σ (ξ0)

σn−1

1
(ξ0)

(n−1)! . Òîãäà áóäåì èìåòü

|Un(ξ0, η0)| ≤
∫

∞

ξ0
dξ

∫ η0
0 |p(ξ + η)R(ξ, η, ξ0, η0)Un−1(ξ, η)| dη ≤

1
2 σ (ξ0)

∫

∞

ξ0

σn−1

1
(ξ)

(n−1)!

∫

∞

ξ
|p (α)| dαdξ ≤ 1

2 σ (ξ0)
∫

∞

ξ0

σn−1

1
(ξ)

(n−1)!

∫

∞

ξ
|p (α)| dαdξ ≤

≤ 1
2 σ (ξ0)

∫

∞

ξ0

σn−1

1
(ξ)

(n−1)! dσ1 (ξ) =
1
2 σ (ξ0)

σn

1
(ξ0)
n! .

,

Îòêóäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî ðÿä U (ξ0, η0) =
∑

∞

n=0 Un (ξ0, η0) ñõîäèòñÿ, à åãî ñóììà
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18) è U (ξ0, η0) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|U (ξ0, η0)| ≤
1

2
σ+ (ξ0) e

σ+

1
(ξ0). (19)

Ïîýòîìó �óíêöèÿ K (x, t) = U
(

t+x
2 , t−x

2

)

äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è

óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å (6), (7), (8). Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (10), (19), ñîîòíîøåíèÿ (5), (6)

òîæå âûïîëíÿþòñÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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